Actividade 9 :        O Tesouro Enterrado
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  Um velho pergaminho, que descrevia o local de uma ilha onde o pirata Barba Azul enterrrara um tesouro, dava as seguintes indicações:
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   Um jovem aventureiro, que encontrou o pergaminho com estas instruções,fretou um avião e viajou para a ilha. Não teve dificuldade em encontrar as duas árvores mas, para seu grande desgosto, a forca tinha desaparecido e o tempo tinha apagado todos os vestígios que pudessem indicar o local onde ficava.
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  Será possível, mesmo sem a 

forca, encontrar o local onde 

 está enterrado o tesouro?
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   Comecemos por efectuar a construção geométrica descrita no pergaminho, no programa de geometria dinâmica Cinderella :
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       Obtemos assim , a construção pedida :
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  Se na construção obtida movermos o ponto F, isto é, a forca, constatamos que os marcos 1 e 2 também se movem mas que o Tesouro permanece sempre na mesma posição. 

  O que é que este facto quererá dizer?

  O facto de ao alterarmos a posição da forca, o Tesouro não sofrer nenhuma alteração de lugar, significa que o local onde está enterrado o tesouro não depende da posição da forca, depende apenas das posições das duas árvores.

  Vamos então provar que a localização do tesouro é independente da posição da forca :

   Vejamos que a demonstração se torna bastante simples se nos recordarmos dos seguintes factos dos números complexos :
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   Designemos por A, B, F, 
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, 
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  e T os números complexos  correspondentes aos pontos que representam respectivamente as árvores A e B, a forca, os marcos 1 e 2 e o tesouro.

    Como o tesouro, T,  é o ponto médio do segmento definido pelos marcos 1 e 2, 
[image: image3.wmf]1

M

 e
[image: image4.wmf]2

M

 , temos que :
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       Por outro lado , os pontos 
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 em termos de operações com números complexos traduzem-se da seguinte forma:
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pois de acordo com as orientações descritas no pergaminho, para chegarmos  ao ponto 
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, marco 1,  partimos do ponto A, árvore A, e seguimos segundo a orientação do vector que se obtém rodando de 90º o vector 
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 e analogamente para chegarmos ao ponto 
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 , mas partindo do ponto B e descrevendo o vector que se obtém rodando de –90º o vector 
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.

     Assim, substituindo na expressão inicial 
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 e
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 pelas fórmulas acima obtém-se :

                  
[image: image16.wmf]2

2

2

2

)

(

)

(

2

2

1

A

B

i

B

A

iB

iF

B

iA

iF

A

B

F

i

B

A

F

i

A

M

M

T

-

+

+

=

+

-

+

-

+

=

-

-

+

-

+

=

+

=


Então,  como 
[image: image17.wmf]2

2

A

B

i

B

A

T

-

+

+

=

 concluímos que o complexo T não depende do complexo F. Portanto, a posição onde está enterrado o tesouro não depende da posição da forca e assim o jovem aventureiro poderá, mesmo sem a forca, encontrar o local onde está enterrado o tesouro.
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Mas como poderá o jovem saber exactamente a posição do tesouro?
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   A expressão  
[image: image18.wmf]2

2

A

B

i

B

A

T

-

+

+

=

 indica-nos exactamente a posição do tesouro. Este é um vértice de um triângulo rectângulo isósceles de hipotenusa o segmento definido pelas árvores A e B.

   Provemos, então que o triângulo [ATB] é isósceles e rectângulo:

       - Verifiquemos que 
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 para provarmos que o triângulo é isósceles

           Temos que 
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           Então, 
[image: image22.wmf]2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

A

B

B

A

AT

 e 
[image: image23.wmf]2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

A

B

B

A

BT


            Logo, 
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, pois 
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             Portanto , 
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 , logo o triângulo é isósceles.

· Verifiquemos que o triângulo [ATB] é rectângulo :

[image: image39.wmf]  Se o triângulo for rectângulo então pelo Teorema de Pitágoras verifica-se o seguinte:

                 Ora, 
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                Logo,  
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       , então o triângulo é rectângulo.                                               

   -     Na ilha só há duas árvores, A e B, e uma forca, F.


Comece na forca, conte os passos necessários para ir, em linha recta,


até à árvore A, rode 90º para a direita e avance o mesmo número de passos.


Coloque um marco no sítio onde parou.


Volte para a forca e vá em linha recta contando os seus passos até à 


árvore B. Quando lá chegar rode 90º para a esquerda e avance o mesmo número de passos, colocando outro marco no chão, no ponto em que acabar.


-     Cave no ponto que fica a meio caminho entre os dois marcos e encontrará o tesouro.
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É de notar que para “contarmos” os passos necessários para ir, em linha recta, até à árvore A e também à árvore B devemos considerar as circunferências de centro A e raio F e de centro B e raio F, respectivamente, como ilustra a figura ao lado. �
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No plano complexo, a diferença entre dois complexos traduz o vector 


        com origem no primeiro ponto e extremidade no segundo.


    


Multiplicar um complexo pelo número i  ( a “unidade imaginária”)  


         equivale a efectuar uma rotação de 90º no sentido positivo.
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